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Introduction : Le but de cet exposé est d’étudier la limite, lorsque n
tend vers I'infini, de la probabilité quun p-groupe donné G, soit le p-sous-
groupe de Sylow de la Jacobienne (ou du groupe tas de sable) d’un graphe
a n sommets choisit aléatoirement selon la distribution de Erdds-Rényi.
On s’intéressera notamment a la répartition de tels groupes munis d’'un
accouplement de dualité tel que présenté dans l'article A Cohen-Lenstra
heuristic for Jacobian of random graphs [?]. On parlera aussi rapidement
le résultat de Mélanie Matchett Wood dans son article The distribution of
sandpile groups of random graphs [?].

Il s’agit donc d’étudier les Jacobiennes des graphes tirés selon la distribution d’Erdds-
Rényi. Soient n un entier non nul et ¢ un réel strictement compris entre 0 et 1; un
graphe G est tiré selon la distribution d’Erdds-Rényi lorsque toute paire de sommets
de G forme une aréte avec probabilité ¢, indépendamment des autres arrétes dans le
graphe; on notera alors G € G(n, q) pour dire que G a été tiré selon cette distribution.

Si G est un graphe fini connexe, on notera Lg le laplacien de G. Des lors, si
on note Div?(G) I'ensemble des diviseurs de G de degré nulle, on a clairement 1'in-
clusion Princ(G) C Div'(G). On définit alors la Jacobienne de G comme étant le
groupe Jac(G) donné par :

Jac(G) = DiV0<G)/PrinC(G)'

ou, Princ(G) désigne I'ensemble des diviseurs des fonction méromorphes sur G. On no-
tera M(G) l'ensemble des fonctions méromorphes sur G.

Si G n’est pas connexe, on définira la jacobienne de G comme étant la somme directe
des jacobiennes de ses composantes connexes.
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A Accouplements de dualité

Soient D; un diviseur de G de degré nul. Puisque Jac(G) est un groupe d’ordre
fini, alors il existe m; un entier positif non nul tel que la classe Dy de D; dans Jac(G)
vérifie my D1 = 0; c’est a dire m1D; € Princ(G). Ainsi on prend mq, ms des entiers tels
que :

my Dy = div(f1)
ngz = diV(fg),

ou fi, fo sont deux applications méromorphes sur G. Avec ces notations, on définit ensuite
Iapplication (- | -) : Div?(G) x Div'(G) — Q et donnée par :

(D1] Do) = L > Di(v) fa(v).
ma2 veV
Remarque. L’application (- | -) est symétrique et bilinéaire. Le caractére bilinéaire est
clair, pour démontrer le caractere symétrique il suffit de remplacer D (v) par ord,(f1)/m1
dans la définition plus haut, puis de mettre ensemble les deux contributions des u, v voi-
sins, ce qui nous donne une expression clairement symétrique en f1, fo :

(D1 Do) = ——— 3" (o) (alw) — Fu(0)) + Folw) (R(w) — Fulw)).

mi - ma Y~
Remarque. On remarque par ailleurs que si D7 (ou Ds2) est dans Princ(G), alors my
(ou mg) vaut 1 et donc (D; | D2) est dans Z. On peut donc passer au quotient, ce qui
nous permet de définir :
dc : Jac(G) x Jac(G) — Q/7,
comme quotient de (- | -). On appelle dg I'accouplement canonique associé a G.

Définition A.1. Une application 6 : I' x I' — Q/Z est dite parfaite lorsque pour tout x
dans T" on a : pour tout y dans I', §(z,y) = 0 si et seulement si x = 0.
On dit que ¢ est un accouplement lorsque J est symétrique, bilinéaire, et parfaite.

Proposition A.2. L’application dg est un accouplement.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que dg est une application parfaite, c’est a dire que
pour z dans I" on a dg(z,-) = 0 si et seulement si = est nul.

Pour le sens direct : si pour tout diviseur Dy on a que (D; | D2) est un entier, alors
en particulier en prenant les diviseurs Dy = (vg) — (v1) pour 2 < k < n on a pour tout
entier k entre 2 et n que (f1(vg) — fi(v1))/m1 est un entier, que 'on notera f(k). Cela
revient a dire que 1’on peut écrire :

N fi(w)

+f ,feM(G).
my m1
Des lors on peut passer au diviseurs dans 1’expression ci-dessus, sachant que div(f+c¢) =
div(f) pour toute constante ¢, cela nous donne que D; = mildiv(fl) = div(f) est
principal, ce qui est bien ce que nous souhaitions montrer.
La réciproque est triviale puisque d¢ est bilinéaire. .



Aussi, plutdt que de travailler simplement avec Jac(G), on préfere travailler avec
le couple (Jac(G),dq) parce que la répartition est pus facile & étudier ainsi. Ceci nous
amene donc a poser :

A ={(T,6),I" abélien fini, § accouplement }.

Par la suite on dit que deux couples (T, d) et (I, §") sont équivalents lorsque : I et I sont
isomorphes et qu’il existe un isomorphisme f entre I"” et I" qui préserve 1’accouplement,
a savoir que pour tout x,y dans I, on a §(f(x), f(y)) = ¢'(z,y). Dans le cas ou § = ¢,
on notera Aut(I',0) Pensembles des tels f.

On note ~ cette relation d’équivalence. On pose alors &7 = A/, I'ensemble quotient
induit par ~. On pose également <7 (m) ’ensemble des éléments (I',6) de o tels que I’
soit de cardinal m.

B Quelques lois de probabilité

On fixe dans le reste de cet exposé ¢ un réel strictement compris entre 0 et 1. On
notera fi, la loi des graphes d’Erdés-Rényi sur ’ensemble des graphes a n sommets. On
a donc

in(G) = @) (1 — g)(3)==(@),

ou e(@) désigne le nombre d’arrétes de G. On pose alors J : G(n,q) — </ 1'application
qui & tout graphe G associe le couple (Jac(G),dg). On pose enfin p, = ji, o J ! la
mesure image de fi, par J.
1
Heuristique. On a l'heuristique suivante : P[(Jac(G),0q) = (I',0)] m
Ceci nous amene alors a définir la mesure 7, sur </(1) U ... U o/ (n) selon cette
heuristique, on pose pour tout (I',d) dans o tel que #I' < n :

1
(T, 0) o #T# Aut(T, )

Cela est possible puisque l'on est sur un ensemble fini. Le but est donc maintenant de
comparer 7, et /i, asymptotiquement, au sens suivant. Soient (o), ¢ > (Bn) ey Une suite
de mesures sur un ensemble mesurable (E, ), on dit que les deux suites sont faiblement
équivalentes lorsque pour toute fonction F : E — R bornée et £-mesurable les deux
propriétés suivantes sont vérifiées :

a. On a : [ F day, converge si et seulement si [ F'df3, converge;
b. Si ces intégrales convergent, alors elles ont la méme limite.

On a alors la conjecture suivante :

Conjecture. Les suites u, et n, sont faiblement équivalentes.

Aut(T, 9)
~, ol
o (m)

Un

Tn

éq. faible



Cok(A)

Pour notre part, nous allons restreindre notre étude au cas ou I' est un p-groupe et
donc regarder le p-Sylow de la Jacobienne. D’une part cela nous permet d’étudier des
objets plus simples, et d’autre part cela nous fournit toujours beaucoup d’information
puisque les p-Sylow déterminent uniquement la Jacobienne. Cela nous amene donc a
poser :

Ay = |_| o (p") ={([',6),3In € N, #I' =p"}.
neN
Par la suite, si I" est un groupe abélien fini, on notera I';, son p-Sylow. On défini alors
'application «a;, : & — 47, qui associe a tout couple (I',d) de &/ son image (I'y,dr,).
Cela nous amene alors a présenter une seconde conjecture :

Conjecture. La suite de mesures pi, © a;l converge faiblement vers une mesure 1,

ot (T, 8) est proportionnel a (#Tp# Aut(Tp, )~ .

Dans son article The distribution of sandpile groups of random graphs [?], Mélanie
Matchett Wood montre un résultat similaire, en oubliant la notion d’accouplement et
qui est une conséquence de la conjecture ci-dessus. Elle montre le théoréme suivant pour
tout p-groupe I :

#{accouplements ', x I', = ')}
#I', - # Aut(T))

Pour note part, nous allons nous intéresser a montrer un résultat de cette forme, non
pas pour le cas de jacobienne (donc de conoyau de laplacien), mais dans le cas plus général
des conoyaux de matrices symétriques. On travaillera sur des matrices a coefficients dans
les nombres p-adiques. Dans la sections suivantes nous allons voir quelques propriétés de
tels objets.

Théoréme B.1. On a P[(Jac(G)), ~T'p] x

C DMatrices symétriques p-adiques

C.1 Du laplacien aux matrices symétriques

Remarquons tout d’abord que I’on a pour un graphe G, Div(G) = Z @ Div®(G). En
quotientant par Im(L¢) ~ Princ(G), on obtient :

Z" [Tm(Lg) = Z © Jac(G)
Ceci nous amene a la définition suivante :

Définition C.1. Soit R un anneau principal intégre, et A € M, (R) une matrice quel-
conque. On définit alors le conoyau de A comme :

Cok(A) = R"/1m(A):

Remarque. Etant donné que R est principal, A posséde une forme normale de Smith de
la forme A ~ Diag(aq,...,a,). Si A est de rang n, les a; sont non nuls donc

Cok(4) = B Flay
=1

4



Afin de poursuivre I'analogie avec le laplacien, il nous faut définir un accouplement
canonique associé & une matrice symétrique A quelconque. Pour cela, il nous faut sup-
poser que A est inversible dans K = Frac(R), c’est a dire que det(A) # 0.

Définition C.2. Soit A une matrice de M,,(R) non singuliére (i.e. telle que det(A) # 0).
On peut alors définir un accouplement de R x R dans K/ défini par :

Vr,y € R (z,y), =‘zAly
Cet accouplement induit un accouplement parfait d4 : Cok(A) x Cok(A) — K/R.

On dispose maintenant pour toute matrice A d’un couple (Cok(A), d4); il nous reste
maintenant & nous placer dans un anneau tel que Cok(A) soit un p-groupe.

C.2 Entiers p-adiques

Définition C.3. Soientt (/, <), un ensemble ordonné, (E;);cr une famille d’anneaux, et
pour ¢ < j, un morphisme f7 : E; — E; tels que :

— Viel, fl =1dg,

— Wi, j k) € Li<j <k floff=fh
On définit alors la limite projective de (E;)er :

hm B = {(as)ier € IIE | vi<iy, fl(aj) = ai}
el
Cette limite est munie des lois induites par chaque E; : (a;) + (b;) = (a; 4+ b;).
On choisit maintenant I = N, E, = 7Z/ pn7, et f7 la projection canonique. On note

alors Z,, = @Z / Pz la limite projective de cette suite.

Remarque. On peut identifier Z, & un anneau de sommes formelles :

Ly =~ {Zbipi | b € [0,p— 1]}
=0

Cette identification se fait via les applications a; = bg + - - - + b;_1p*~1 et b; = L%,
p7/

On peut définir une topologie sur Z, en choisissant comme base d’ouverts 1’ensemble
des Uy(n) = n+ p*Zy,, ou n € Zy et a € N. Cette topologie est métrisable, associée a la
distance dy(z,y) = max{n € N ; p"|z —y}.

Dans ce qui suit, on notera Sym,,(R) ’ensemble des matrices symétriques a coeffi-
cients dans un anneau R. Soit A € Sym,,(Z,) inversible; Z,, est principal donc d’apres
ce qui précede il existe ay, .. .a, tels que Cok(A) ~ P;_; Zp/ain'

ACT iy . i ; . ) ~ ,
N \Or on peut écrire a; = p“u; avec u; inversible; de plus on a Z,/ pi Z, = 7/ pZ,
ou :

Cok(A) ~ P L/ pdig,
i=1

Sym,, (R)



Cok([, 1)

Ainsi, Cok(A) est un p-groupe.

Il nous reste a définir une mesure sur Z,; on utilise la mesure de Haar h, définie
par hp(a + p"Z,) = p~™ pour tout a € Z,. Cette mesure est bien une probabilité
(car Z, = 0 + p°Z,) et est invariante par translation : pour tout E mesurable, a €
Zp, hp(a + E) = hy(E).

On définit alors une mesure Hy, sur Sym,(Z,) en choisissant chacun des
coefficients indépendamment.

n(n+1)

2

D Distribution du conoyau d’une matrice aléatoire

Le but est maintenant, étant donnée une matrice A tirée selon H,, ,, de calculer la
distribution de son conoyau. En particulier, on prouve le théoréme suivant :

Théoréeme D.1. Soient I' un p-groupe fini de rang r, § un accouplement sur I'. Alors
pour A une matrice symétrique aléatoire, on a :

H;=nfr+1 (1 - p7j> HZ’—(:T;_T)/Q-‘ (1 — p1*2i)

Hy p [(Cok(A),04) ~ (I',8)] = L[~ Aut(T, )]

Afin de prouver ce théoreme, nous allons avoir besoin de plusieurs lemmes :

Lemme D.2. Soient A, M € Sym,,(Z,) inversibles. Alors (-, ), = (-, - )5y St et seule-
ment si les conditions suitvantes sont vérifiées :

a. il existe R € My (Z,) telle que A= M + MRM
b. rg(A) =1g(M) ot A est la réduction de A modulo p

La démonstration de ce lemme provient de [?], lemme 3.2.

Démonstration. D’apres la définition de (-, -), il est clair que les accouplements sont
égaux si et seulement si A= — M~! ¢ My (Zy). Supposons tout d’abord que ce soit
le cas, et posons N = A~! — M~1. Alors A='M = NM + I,, est dans M, (Z,), et
de méme pour M ~tA. Ainsi MA™! € GL,(Z,) donc MA~! € GL,(F,); on en déduit
que rg(A) = rg(M).

Enfin, A= M + ANM = M + M(M~YAN)M, ce qui conclut.

Réciproquement, supposons les conditions a. et b. vérifiées. Alors Ker(M) C Ker(A)
et Iégalité du rang donne Ker(M) = Ker(A). Soit v € Ker(T,, + AM), alors v € Ker(A)
donc v € Ker(M). Ainsi v = 0, d’ott on déduit det(T, + AM) #Oet M~'A=1I,+AM €
GL,(Zp). Or, AL = M~! = —(A"*M)R € M,(Z,), ce qui conclut la démonstration.

L 2

Soit [, ] une application bilinéaire de Z; x Z; dans Q,/ Z On définit alors :

Cok(l, ) =7Zp/{z € 23, vy € 23 [2,9]) = 0}

—

Remarque. On dispose alors d’un accouplement induit [, | sur Cok([, ).



Lemme D.3. Le nombre d’applications bilinéaires [, | telles que (Cok(], ],m) ~ (T, 9)
est : )
‘F‘n : ;L:rfnJrl (1 - pij)
| Aut(T, )]

Démonstration. Soit f une surjection de Z; dans I'. Posons [z,y]y = 0(f(z), f(y));
alors Cok([, |) = Z, /Ker( f) est isomorphe a Im(f) = T, et par définition cet isomor-

phisme envoie [, |¢ sur 6. Réciproquement, si on a un isomorphisme f entre Cok([, ])
et I', alors 7 o f est une surjection de Z; dans I' (ot 7 est la projection sur Cok([, ])).
On a alors de plus [, ] = [, Jrof; on a donc une équivalence entre Sur(Zg, ') et les ap-

plications considérées. Or, [, | = [, ]y ssi fo§~! € Aut(T,d); ainsi le cardinal cherché
est | Sur(Zy,T')|/|Aut(T, §)|.

Calculons donc | Sur(Zj,I')|; par le lemme de Nakayama, une fonction de Zj dans I
est surjective ssi elle est surjective modulo p. Une surjection est donc donnée par :

— une surjection de Fy dans I'/,p ~ F}
— un relévement des images d’une base de F)) de F), dans I

Par dualité, le premier cardinal est égal a celui des injections de F; dans Fj, qui
vaut H;-":_& (p™ — p'). Pour relever un élément de F, dans Fp,a, on a p?1 = p?/p pos-
sibilités ; ainsi on a |I'|/p" possibilités de relevement pour un élément. On a donc

U] T (0" — #°)
pnr

|Sur(Zg,F)\ =

9

et le lemme s’en déduit. *

On rappelle enfin le lemme de classification des formes quadratiques sur Q,, tiré de
7] :

Lemme D.4. Soit p un nombre premier, M la matrice d’une forme symétrique sur Q.
Alors il existe une matrice H € GL,,(Zy) telle que :

— sip est impair, ' HMH est diagonale
— sip=2,'HMH est diagonale par blocs, avec des blocs de taille au plus 2 x 2

Afin de simplifier la démonstration du théoréme, on supposera par la suite que p est
impair.

Démonstration du théoréme. Soit A une matrice aléatoire tirée selon la mesure de Haar ;
on peut supposer A non singuliere. On remarque alors que Cok((-, -),) = Cok(A), donc
nous allons nous intéresser aux applications bilinéaires étudiées plus haut. On a calculé
jusqu’ici le nombre d’applications bilinéaires dont le quotient est isomorphe a (T, ) ; il
nous reste donc & déterminer la probabilité que (-, -), soit isomorphe a [, ] fixé, tel
que Cok([, ]) est isomorphe a (I',d). Remarquons que la mesure de Haar sur Z, étant
invariante par translation, H, , est invariante par changement de base.

Soit N une matrice de M,,(Q,) telle que N; ; soit un relevement de [e;, e;] dans Q.
La classification des formes quadratiques sur @, nous donne 'existence de H € GLy,(Z,)



telle que YHNH soit diagonale. Par invariance de la mesure de Haar, on peut donc
directement supposer que N est diagonale, et poser M = N1,

Quitte a changer le reléevement, on peut supposer que les coefficients de N ont une va-
luation p-adique négative, donc M a ses coefficients dans Z,, qu’on note phug, ... pPhuy,
avec u; inversible. Deés lors,

n
I =D Z/pliz,
i=1

d’out on déduit que sans perte de généralité d; = --- = d,—, = 0, les autres valuations
étant non nulles.
On a alors [, | = (-, -),,; ainsi on cherche la probabilité que (-, -), = (-, - ), ; donc

que A et M vérifient les conditions du lemme D.2.

La deuxiéme condition donne pour i < j, p%tdi ila; ; et p>%i ;i — p%u;. Cela revient dans
tous les cas a fixer les (d; + d;) premiers chiffres de a; ; ; la probabilité que A vérifie ces
conditions est donc :

1

H (dits) Hp_(n—H ‘F‘n—i—l

1<i<j<n

On remarque que selon ces conditions, A est nulle en dehors du mineur en haut &
gauche de taille n — r, qui est indépendant des coefficients déterminés précédemment.
Or rg(M) = n — r donc ce mineur doit étre inversible; il est distribué uniformément
dans Sym,,_,.(IF,) donc la probabilité qu’il soit inversible est

n—r)/2
[GLu—r (F) NSy, (B ™ (i

’ Symn—r (Fp)| i=1

La derniere égalité provient de [?], théoréme 2.
Ainsi, étant donné que la probabilité ne dépend pas de M, on a finalement en mul-
tipliant :

H] =n— T—l—l( )H(n "/ ( pl_%)
IFI | Aut(T, 9)]

Hpp[(Cok(A),04) ~ (I',0)] =



Conclusion

On a donc finalement prouvé un résultat concernant les matrices symétriques dans Z,,
ce qui est éloigné de notre but initial. Cependant, ce résultat a tout de méme des consé-
quences intéressantes.

Tout d’abord, la constante de normalisation (le numérateur du théoréme) tend vers ¢, =
[L; (1 —p~) quand n tend vers +oo, ce qui nous donne par le théoréme de convergence
dominée I'existence d’une mesure 7 sur A, telle que :

1

A o) o T TR T )

C’est un bon début dans la recherche de la distribution des p-Sylows de la jacobienne ;
et en effet, ce qui reste & démontrer (et ce que M. Wood démontre dans [?], sans considérer
I’'accouplement canonique) est que la distribution du laplacien d’un graphe aléatoire
dans Z,, est similaire a la mesure de Haar sur les matrices symétriques.

Cet article est donc le point central pour démontrer la convergence faible de w0 )
vers 1), démontrée uniquement pour l'instant pour les fonctions ne dépendant pas de
I’accouplement 4.
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